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ОТРИМАННЯ ТОЧНОЇ КОНСТАНТИ В НЕРІВНОСТІ ТИПУ 

ДЖЕКСОНА ДЛЯ НАЙКРАЩОГО НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦІЙ 
ТРИГОНОМЕТРИЧНИМИ ПОЛІНОМАМИ В ПРОСТОРІ 𝑺𝑺𝒑𝒑 

 
Анотація. У статті знайдено точну константу в нерівності типу 

Джексона, яка зв’язує значення 𝑒𝑒𝑛𝑛−1(𝑓𝑓)𝑆𝑆𝑝𝑝  найкращого наближення функцій 
тригонометричними поліномами з модулями неперервності m-го порядку в 
просторі 𝑆𝑆𝑝𝑝, при 1 ≤ 𝑝𝑝 < ∞ . В окремому випадку, коли m = 1, отримано 
результат, який у певному сенсі узагальнює результат, отриманий Л. В. 
Тайковим у просторі 𝐿𝐿2  для довільних модулів неперервності m-го порядку         
(m ∈ N). Доведено на практичному прикладі, що нерівність типу Джексона є 
потужним інструментом для оцінки точності апроксимацій у різних 
математичних і прикладних задачах, де важливо зрозуміти, наскільки добре 
певний апроксимаційний метод відтворює оригінальну функцію. Так, у теорії 
сигналів нерівність Джексона може бути використана для оцінки якості 
відновлення сигналу з його часткових або періодичних зразків, що є важливим 
у цифровій обробці сигналів. В чисельних методах вона допомагає оцінювати 
якість апроксимації функцій певного класу (наприклад, гладких функцій) 
тригонометричними поліномами, та визначати помилки наближення функцій 
або розв’язків диференціальних рівнянь, що важливо для розробки 
ефективних чисельних алгоритмів. А у теорії функцій допомагає досліджувати 
властивості функцій, аналізуючи їх модулі неперервності, що особливо 
корисно для функцій, які не є абсолютно гладкими, але все ж мають певні 
регулярні характеристики, тощо. Отримані результати мають значний вплив 
на теорію апроксимації функцій, оскільки вони дозволяють більш точно 
оцінити ефективність наближення функцій тригонометричними поліномами у 
просторі 𝑆𝑆𝑝𝑝. Це, в свою чергу, може бути корисним для подальших досліджень 
у чисельних методах, теорії сигналів та інших галузях, де використовуються 
методи апроксимації функцій. 
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JACKSON-TYPE INEQUALITY FOR OPTIMAL APPROXIMATION 
OF FUNCTIONS BY TRIGONOMETRIC POLYNOMIALS IN THE 

SPACE 𝑺𝑺𝒑𝒑 
 

Abstract. n the paper, the exact constant in the Jackson-type inequality is 
found, which relates the value 𝑒𝑒𝑛𝑛−1(𝑓𝑓)𝑆𝑆𝑝𝑝 of the best approximation of functions by 
trigonometric polynomials to the moduli of continuity of m-th order in the space 𝑆𝑆𝑝𝑝, 
for 1 ≤ p< ∞. In the specific case when m = 1, the result generalizes, in a certain 
sense, the result obtained by L. V. Taykov in the space 𝐿𝐿2  for arbitrary moduli of 
continuity of m-th order (m ∈ N). 

The paper demonstrates, through practical examples, that Jackson-type 
inequalities are a powerful tool for assessing the accuracy of approximations in 
various mathematical and applied problems where it is crucial to understand how 
well a particular approximation method reproduces the original function. For 
instance, in signal theory, Jackson’s inequality can be used to evaluate the quality of 
signal reconstruction from its partial or periodic samples, which is significant in 
digital signal processing. In numerical methods, it helps in evaluating the quality of 
approximations of functions in certain classes (e.g., smooth functions) by 
trigonometric polynomials and determining the errors in approximating functions or 
solving differential equations, which is important for developing effective numerical 
algorithms. In function theory, it aids in exploring the properties of functions by 
analyzing their moduli of continuity, which is particularly useful for functions that 
are not absolutely smooth but still possess certain regular characteristics. 

The obtained results have a significant impact on the theory of function 
approximation as they allow for a more precise evaluation of the effectiveness of 
approximating functions by trigonometric polynomials in the space 𝑆𝑆𝑝𝑝. This, in turn, 
may be beneficial for further research in numerical methods, signal theory, and other 
fields where function approximation methods are employed. 
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Постановка проблеми. Нерівність типу Джексона є важливим інстру-
ментом в теорії апроксимації, і її застосування охоплює кілька ключових 
областей. 

1. Апроксимація функцій: нерівність типу Джексона використовується 
для оцінки якості апроксимації функцій певного класу (наприклад, гладких 
функцій) тригонометричними поліномами. Вона дозволяє визначити, 
наскільки близько можна наблизити функцію до її найкращого апрокси-
маційного полінома. 

2. Теорія функцій: у теорії функцій нерівність типу Джексона допома-
гає вивчати властивості функцій на основі їх модуля неперервності. Це 
корисно при аналізі функцій, які не є гладкими, але мають певні регулярні 
властивості. 

3. Аналіз в просторах Лебега та Соболєва: нерівності типу Джексона 
застосовуються для оцінки точності наближення функцій в різних просторах, 
таких як простори 𝐿𝐿р . і k

pW , де 𝐿𝐿р . є простором Лебега, а k
pW  – простором 

Соболєва. 
4. Чисельні методи та обчислювальна математика: в чисельних 

методах нерівність типу Джексона дозволяє оцінювати, наскільки точно 
наближені функції або розв’язки диференціальних рівнянь, що є важливим для 
створення ефективних чисельних алгоритмів. 

5. Теорія сигналів і обробка сигналів: у теорії сигналів ця нерівність 
допомагає визначити, наскільки добре відновлено сигнал з часткових або 
періодичних зразків, що критично для цифрової обробки сигналів.  

Метою дослідження є отримання точної константи в нерівності типу 
Джексона між значенням найкращого наближення функцій з класу 𝐿𝐿𝛽𝛽�

Ψ(𝑆𝑆𝑝𝑝) 
тригонометричними поліномами 𝑒𝑒𝑛𝑛−1(𝑓𝑓)𝑆𝑆𝑝𝑝  та модулями неперервності m-го 
порядку 𝜔𝜔𝑚𝑚(𝑓𝑓𝛽𝛽�

Ψ, 𝑡𝑡)𝑆𝑆𝑝𝑝 у просторі 𝑆𝑆𝑝𝑝 (1 ≤ 𝑝𝑝 < ∞). 
Методи дослідження. Для досягнення поставленої мети використані 

наступні методи. 
1. Аналітичний метод: аналіз модуля неперервності та його 

зв’язку з апроксимацією функцій тригонометричними поліномами, а 
також використання відомих результатів і теорем для оцінки модуля 
неперервності у просторі 𝑆𝑆𝑝𝑝. 

2. Метод апроксимації: аналіз властивостей та конструкцій 
тригонометричних поліномів ступеня n − 1 для оцінки їхньої здатності 
до апроксимації; дослідження точності апроксимації функцій цими 
поліномами у просторі 𝑆𝑆𝑝𝑝 ; розгляд класичних нерівностей типу 
Джексона та їх узагальнень. 
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3. Методи оптимізації: застосування методів оптимізації для 
пошуку найменшої константи у нерівності типу Джексона. 

4. Інструменти функціонального аналізу: використання 
інструментів функціонального аналізу для дослідження властивостей 
функцій у просторах 𝑆𝑆𝑝𝑝; застосування теорії апроксимації в нормованих 
просторах для встановлення точних констант. 
Аналіз останніх досліджень і публікацій. Тригонометричні поліноми 

вивчаються вже протягом тривалого часу. Інтенсивне дослідження їх власти-
востей апроксимації розпочалося після видатного результату Вейєрштраса. 
Значні результати в теорії апроксимації були отримані Джексоном. Він довів, 
що для будь-якої довільної 2𝜋𝜋-періодичної неперервної функції виконується 
така нерівність 

𝑒𝑒𝑛𝑛−1(𝑓𝑓)𝐶𝐶 ≤ 𝐾𝐾𝐾𝐾 �𝑓𝑓;
1
𝑛𝑛
�, 

де 
𝑒𝑒𝑛𝑛−1(𝑓𝑓)𝐶𝐶 = inf{‖𝑓𝑓 − 𝑇𝑇𝑛𝑛−1‖𝐶𝐶:   𝑇𝑇𝑛𝑛−1 ∈ ℒ𝑛𝑛−1} 

є значення найкращого наближення функції 𝑓𝑓  до підпростору ℒ𝑛𝑛−1 
тригонометричних поліномів степені 𝑛𝑛 − 1 у метриці неперервності; 

  𝜔𝜔(𝑓𝑓; 𝑡𝑡)=sup{‖𝑓𝑓(∙ +ℎ) − 𝑓𝑓(∙)‖𝐶𝐶:   |ℎ| ≤ 𝑡𝑡} 
є модуль неперервності функції 𝑓𝑓, а 𝐾𝐾 – це константа, яка не залежить 

від n та f. Ця нерівність та аналогічні їй відомі в теорії апроксимації як 
нерівності типу Джексона. В теорії апроксимації важливо знайти найменшу 
константу серед усіх можливих у нерівностях типу Джексона. Такі константи 
називаються точними константами. Нерівності типу Джексона з точними 
константами називаються точними нерівностями. 

Питання отримання нерівностей типу Джексона у випадку апроксимації 
тригонометричними поліномами в рівномірних та інтегральних метриках 
вивчали багато математиків, див., наприклад, статті [1]-[10]. 

Багато статей присвячено розв’язанню задач теорії апроксимації в 
просторах 𝑆𝑆𝑝𝑝 (1 ≤ 𝑝𝑝 < ∞) . Наприклад, у статтях [11]-[13] досліджувалися 
властивості апроксимації тригонометричної системи та розв’язано кілька 
задач отримання нерівностей типу Джексона: 

𝑒𝑒𝑛𝑛−1(𝑓𝑓)𝑆𝑆𝑝𝑝 ≤ 𝜒𝜒(𝑡𝑡) ∙ 𝑛𝑛−𝑟𝑟𝜔𝜔𝑚𝑚 �𝑓𝑓(𝑟𝑟);
𝑡𝑡
𝑛𝑛
�
𝑆𝑆𝑝𝑝

           (𝑡𝑡 > 0) 

та знаходження точних констант для фіксованих значень m, n, t і p, тобто 
значень 

𝜒𝜒𝑚𝑚,𝑛𝑛(𝑡𝑡)𝑆𝑆𝑝𝑝 = sup�
𝑒𝑒𝑛𝑛−1(𝑓𝑓)𝑆𝑆𝑝𝑝

𝜔𝜔𝑚𝑚 �𝑓𝑓; 𝑡𝑡𝑛𝑛�𝑆𝑆𝑝𝑝
:   𝑓𝑓 ∈ 𝐿𝐿𝑟𝑟(𝑆𝑆𝑝𝑝),   𝑓𝑓 ≠ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �    (𝑡𝑡 < 0). 

Ми припускаємо, що відношення 0/0 дорівнює нулю. 
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У статті [14] були отримані точні значення екстремальних 
характеристик особливої форми між значеннями найкращих поліноміальних 
апроксимацій функцій 𝑒𝑒𝑛𝑛−1(𝑓𝑓)𝑆𝑆𝑝𝑝  та модулями неперервності m-го порядку 
𝜔𝜔𝑚𝑚(𝑓𝑓𝛽𝛽�

Ψ, 𝑡𝑡)𝑆𝑆𝑝𝑝. 
Виклад основного матеріалу. А. І. Степанець у [11] ввів нормовані 

простори 𝑆𝑆𝑝𝑝, 1 ≤ 𝑝𝑝 < ∞ , для інтегровних функцій 𝑓𝑓(𝑥𝑥), що мають період 2𝜋𝜋, 
для яких 

‖𝑓𝑓‖𝑆𝑆𝑝𝑝 = ���𝑓𝑓(𝑘𝑘)�
𝑝𝑝

𝑘𝑘∈ℤ

�
1/𝑝𝑝

< ∞, 

де Z 

𝑓𝑓(𝑘𝑘) = (2𝜋𝜋)−1/2 � 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜋𝜋

−𝜋𝜋
                                      (1) 

є коефіцієнтами Фур’є функції 𝑓𝑓(𝑥𝑥)  по тригонометричній системі 
(2𝜋𝜋)−1/2𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,  𝑘𝑘 ∈ ℤ . Було доведено, що простори 𝑆𝑆𝑝𝑝, 1 ≤ 𝑝𝑝 < ∞  мають 
суттєві властивості гільбертівських просторів, тобто мінімальну властивість 
частинних сум Фур’є. Якщо 

𝑒𝑒𝑛𝑛−1(𝑓𝑓)𝑆𝑆𝑝𝑝 = inf{‖𝑓𝑓 − 𝑇𝑇𝑛𝑛−1‖𝑆𝑆𝑝𝑝:   𝑇𝑇𝑛𝑛−1 ∈ ℒ𝑛𝑛−1} 
є значенням найкращого наближення функції 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝑆𝑆𝑝𝑝 до підпростору 

ℒ𝑛𝑛−1 тригонометричних поліномів степені 𝑛𝑛 − 1 у метриці простору 𝑆𝑆𝑝𝑝, тоді 

𝑒𝑒𝑛𝑛−1(𝑓𝑓)𝑆𝑆𝑝𝑝 = ‖𝑓𝑓 − 𝑠𝑠𝑛𝑛−1(𝑓𝑓)‖𝑆𝑆𝑝𝑝 = �� �𝑓𝑓(𝑘𝑘)�
𝑝𝑝

|𝑘𝑘|≥𝑛𝑛

�

1/𝑝𝑝

,                           (2) 

де 
𝑠𝑠𝑛𝑛−1(𝑓𝑓, 𝑥𝑥) = (2𝜋𝜋)−1/2 � 𝑓𝑓(𝑘𝑘)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

|𝑘𝑘|≤𝑛𝑛−1

 

є частинною сумою ряду Фур’є 
𝑠𝑠𝑛𝑛−1(𝑓𝑓, 𝑥𝑥) = (2𝜋𝜋)−1/2�𝑓𝑓(𝑘𝑘)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑘𝑘∈ℤ

 

функції 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝑆𝑆𝑝𝑝. 
А. I. Степанець зазначає в [11], що для 𝑝𝑝 = 2 виконується рівність 

‖𝑓𝑓‖𝐿𝐿2 = ‖𝑓𝑓‖𝑆𝑆2   . 
Нехай 
𝜔𝜔𝑚𝑚(𝑓𝑓; 𝑡𝑡)𝑋𝑋=sup{‖∆ℎ𝑚𝑚𝑓𝑓(∙)‖𝑋𝑋:   0 < ℎ ≤ 𝑡𝑡},                                       (3) 
є модулем неперервності m-го порядку функції 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝑋𝑋, де 

∆ℎ𝑚𝑚𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �(−1)𝑚𝑚−𝑗𝑗 �
𝑚𝑚
𝑗𝑗 � 𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 𝑗𝑗ℎ)

𝑚𝑚

𝑗𝑗=0
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є кінцевою різницею m-го порядку функції 𝑓𝑓(𝑥𝑥  в точці x з кроком h. 
Якщо 𝑋𝑋 = 𝐿𝐿𝑝𝑝  (1 ≤ 𝑝𝑝 < ∞) , то значення 𝜔𝜔𝑚𝑚(𝑓𝑓; 𝑡𝑡)𝐿𝐿𝑝𝑝  є відомим інтегральним 
модулем неперервності. У випадку 𝑋𝑋 = 𝑆𝑆𝑝𝑝  модуль неперервності 𝜔𝜔𝑚𝑚(𝑓𝑓; 𝑡𝑡)𝑆𝑆𝑝𝑝  
був введений у статті [13]. 

Нехай Ψ(𝑘𝑘)  і β(𝑘𝑘) = 𝛽𝛽𝑘𝑘   (𝑘𝑘 ∈ ℕ)  є обмеженнями на ℕ  для довільних 
функцій Ψ(𝑥𝑥)  та β(𝑥𝑥),  визначених на півінтервалі [1,∞) . Припустимо, що 
серія 

�
1

Ψ(𝑘𝑘)
�𝑎𝑎𝑘𝑘(𝑓𝑓) cos �𝑘𝑘𝑘𝑘 +

𝛽𝛽𝑘𝑘𝜋𝜋
2
� + 𝑏𝑏𝑘𝑘(𝑓𝑓) sin �𝑘𝑘𝑘𝑘 +

𝛽𝛽𝑘𝑘𝜋𝜋
2
��

∞

𝑘𝑘=1

 

є рядом Фур’є деякої умовної функції, яку ми позначаємо як 𝑓𝑓𝛽𝛽�
Ψ(𝑥𝑥). 

Функція 𝑓𝑓𝛽𝛽�
Ψ(𝑥𝑥) називається �Ψ, 𝛽̅𝛽�-похідною функції 𝑓𝑓(𝑥𝑥). Концепція �Ψ, 𝛽̅𝛽�-

похідної є узагальненням визначення r-ї похідної функції. Коли Ψ(𝑘𝑘) = 𝑘𝑘−𝑟𝑟 
(0 < 𝑟𝑟 < ∞)  і β(𝑘𝑘) = 𝑟𝑟 , то r-та похідна функції 𝑓𝑓(𝑥𝑥)  відрізняється від 
(𝑘𝑘−𝑟𝑟 , 𝑟𝑟)-похідної лише на константу. 

Нехай 𝐿𝐿𝛽𝛽�
Ψ

 – це множина інтегровних функцій 𝑓𝑓(𝑥𝑥), що мають період 2𝜋𝜋 
і мають �Ψ, 𝛽̅𝛽�-похідні.  

Також нехай 𝐿𝐿𝛽𝛽�
Ψ(𝑆𝑆𝑝𝑝)  – це множина функцій 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝐿𝐿𝛽𝛽�

Ψ , для яких їх 

�Ψ, 𝛽̅𝛽�-похідні належать простору 𝑆𝑆𝑝𝑝.  
Якщо Ψ(𝑘𝑘) = 𝑘𝑘−𝑟𝑟  (0 < 𝑟𝑟 < ∞)  і β(𝑘𝑘) = 𝑟𝑟, тоді ми використовуватимо 

позначення 𝐿𝐿𝑟𝑟(𝑆𝑆𝑝𝑝); 𝐿𝐿2𝑟𝑟 ≡ 𝐿𝐿𝑟𝑟(𝑆𝑆2).  
Визначимо таке позначення 

𝜒𝜒𝑛𝑛,�Ψ,𝛽𝛽��,𝑚𝑚,𝑝𝑝,𝑙𝑙(ℱ, 𝑡𝑡; 𝑆𝑆𝑝𝑝) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑓𝑓(𝑥𝑥)∈𝐿𝐿𝛽𝛽�

Ψ(𝑆𝑆𝑝𝑝)

𝑓𝑓(𝑥𝑥)≠𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑛𝑛−𝑙𝑙𝑒𝑒𝑛𝑛−1(𝑓𝑓)𝑆𝑆𝑝𝑝

Ψ(𝑛𝑛) �∫ 𝜔𝜔𝑚𝑚
𝑝𝑝 (𝑓𝑓𝛽𝛽�

Ψ, 𝑥𝑥)𝑆𝑆𝑝𝑝ℱ(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
0 �

1/𝑝𝑝  .          (4) 

У просторі 𝑆𝑆𝑝𝑝   значення типу (4) досліджувалися  
A. I. Степанцем та A. С. Сердюком [11], [12] �𝜒𝜒𝑛𝑛,(1,0),𝑚𝑚,𝑝𝑝,1/𝑝𝑝 �ℱ, 𝜋𝜋

𝑛𝑛
; 𝑆𝑆𝑝𝑝� ,

ℱ(𝑥𝑥) = sin(𝑛𝑛𝑛𝑛)�,  

A. С. Сердюком [12] �𝜒𝜒𝑛𝑛,(Ψ,r),𝑚𝑚,𝑝𝑝,1/𝑝𝑝 �ℱ, 𝜋𝜋
𝑛𝑛

; 𝑆𝑆𝑝𝑝� , ℱ(𝑥𝑥) = sin(𝑛𝑛𝑛𝑛)�, 

 �𝜒𝜒𝑛𝑛,(Ψ,r),𝑚𝑚,𝑝𝑝,1(ℱ, 𝑡𝑡; 𝑆𝑆𝑝𝑝), ℱ(𝑥𝑥) = 1, 0 < 𝑡𝑡 ≤ 3𝜋𝜋
4
�. 

Значення, аналогічні (4), розглядалися B. П. Войцеховським [14],                                
С. B. Вакарчуком [8] �𝜒𝜒𝑛𝑛,�Ψ,𝛽𝛽��,𝑚𝑚,𝑝𝑝,0(ℱ, 𝑡𝑡; 𝑆𝑆𝑝𝑝),    ℱ(𝑥𝑥) = 1, 0 < 𝑡𝑡 ≤ 𝜋𝜋

𝑛𝑛
� та                           

О. М. Щитовим [16]. 
Асимптотично точні нерівності типу Джексона між значеннями 

𝑒𝑒𝑛𝑛−1(𝑓𝑓)𝑆𝑆𝑝𝑝  та модулями неперервності функцій 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝑆𝑆𝑝𝑝  були знайдені у 
статті [15]. 
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Далі ми припускаємо, що функція Ψ(𝑥𝑥)  (1 ≤ 𝑥𝑥 < ∞)  є додатною 
функцією, яка монотонно зменшується до нуля зі збільшенням x. 

Точна константа в нерівності типу Джексона для найкращого 
наближення функцій у просторі 𝑆𝑆𝑝𝑝 тригонометричними поліномами наведена 
в наступній теоремі. 

Теорема 1. Для довільних 𝑛𝑛,𝑚𝑚 ∈ ℕ, 0 < 𝜏𝜏 ≤ 3𝜋𝜋
4𝑛𝑛

 і 1 ≤ 𝑝𝑝 < ∞ виконується 
наступна рівність 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑓𝑓(𝑥𝑥)∈𝐿𝐿𝛽𝛽�

Ψ(𝑆𝑆𝑝𝑝)

𝑓𝑓(𝑥𝑥)≠𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑒𝑒𝑛𝑛−1(𝑓𝑓)𝑆𝑆𝑝𝑝

�∫ 𝜔𝜔𝑚𝑚
2/𝑚𝑚(𝑓𝑓𝛽𝛽�

Ψ,ℎ)𝑆𝑆𝑝𝑝𝑑𝑑ℎ
𝜏𝜏
0 �

𝑚𝑚/2 = Ψ(n) �
𝑛𝑛

2(𝑛𝑛𝑛𝑛 − sin𝑛𝑛𝑛𝑛)�
𝑚𝑚
2

.                (5) 

Доведення. Використовуючи наступні результати 

𝑎𝑎𝑘𝑘(𝑓𝑓) =
1
𝜋𝜋
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥) cos 𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜋𝜋

−𝜋𝜋
; 

𝑏𝑏𝑘𝑘(𝑓𝑓) =
1
𝜋𝜋
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥) sin 𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜋𝜋

−𝜋𝜋
      (𝑘𝑘 ∈ ℤ+),                              (6) 

можемо записати коефіцієнти Фур’є (1) у вигляді 

𝑓𝑓(𝑘𝑘) = �
𝜋𝜋
2
�
1/2

�𝑎𝑎|𝑘𝑘|(𝑓𝑓) − 𝑖𝑖𝑏𝑏|𝑘𝑘|(𝑓𝑓) sgn 𝑘𝑘�   (𝑘𝑘 ∈ ℤ+). 
Тоді зв’язок (2) можна записати у наступному вигляді 

𝑒𝑒𝑛𝑛−1(𝑓𝑓)𝑆𝑆𝑝𝑝 = �
𝜋𝜋
2
�
1/2

�2 �𝜌𝜌𝑘𝑘
𝑝𝑝(𝑓𝑓)

∞

𝑘𝑘=𝑛𝑛

�

1
𝑝𝑝

,                                     (7) 

де 

𝜌𝜌𝑘𝑘(𝑓𝑓) = �𝑎𝑎𝑘𝑘2(𝑓𝑓) + 𝑏𝑏𝑘𝑘2(𝑓𝑓). 

Як відомо з [12], коефіцієнти Фур’є функцій 𝑓𝑓(𝑥𝑥)  і 𝑓𝑓𝛽𝛽�
Ψ(𝑥𝑥)  пов’язані 

формулами 

�
𝑎𝑎𝑘𝑘(𝑓𝑓) = Ψ(𝑘𝑘) �𝑎𝑎𝑘𝑘 �𝑓𝑓𝛽𝛽�

Ψ� cos
𝛽𝛽𝑘𝑘𝜋𝜋

2
− 𝑏𝑏𝑘𝑘 �𝑓𝑓𝛽𝛽�

Ψ� sin
𝛽𝛽𝑘𝑘𝜋𝜋

2
� ,

𝑏𝑏𝑘𝑘(𝑓𝑓) = Ψ(𝑘𝑘) �𝑎𝑎𝑘𝑘 �𝑓𝑓𝛽𝛽�
Ψ� sin

𝛽𝛽𝑘𝑘𝜋𝜋
2

+ 𝑏𝑏𝑘𝑘 �𝑓𝑓𝛽𝛽�
Ψ� cos

𝛽𝛽𝑘𝑘𝜋𝜋
2
� .

             (8) 

З рівнянь (6) та (8) маємо 
𝑓𝑓(𝑘𝑘) = 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝛽𝛽𝑘𝑘𝜋𝜋 sgn(𝑘𝑘)/2 Ψ(|𝑘𝑘|) 𝑓𝑓𝛽𝛽�

Ψ� (𝑘𝑘)  (𝑘𝑘 ∈ ℤ\{0}).                      (9) 
У статті [28] показано, що для довільної функції 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝑆𝑆𝑝𝑝 (1 ≤ 𝑝𝑝 < ∞) 

‖∆ℎ𝑚𝑚𝑓𝑓(∙)‖𝑆𝑆𝑝𝑝
𝑝𝑝 = 2𝑚𝑚𝑚𝑚/2��𝑓𝑓(𝑘𝑘)�

𝑝𝑝
(1 − cos 𝑘𝑘ℎ)𝑚𝑚𝑚𝑚/2.                   (10)

𝑘𝑘∈ℤ

 

Використовуючи (6) та (10), можемо записати 
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�∆ℎ𝑚𝑚𝑓𝑓𝛽𝛽�
Ψ(∙)�

𝑆𝑆𝑝𝑝

𝑝𝑝
= 𝜋𝜋𝑝𝑝/221+(𝑚𝑚−1)𝑝𝑝/2�𝜌𝜌𝑘𝑘

𝑝𝑝 �𝑓𝑓𝛽𝛽�
Ψ�

∞

𝑘𝑘=1

(1 − cos 𝑘𝑘ℎ)𝑚𝑚𝑚𝑚/2.           (11) 

З формули (9) випливає наступне рівняння: 
𝜌𝜌𝑘𝑘(𝑓𝑓) = Ψ(k)𝜌𝜌𝑘𝑘 �𝑓𝑓𝛽𝛽�

Ψ�. 
Тоді, використовуючи останнє рівняння з (11), маємо 

�∆ℎ𝑚𝑚𝑓𝑓𝛽𝛽�
Ψ(∙)�

𝑆𝑆𝑝𝑝

𝑝𝑝
= 𝜋𝜋𝑝𝑝/221+(𝑚𝑚−1)𝑝𝑝/2�

1
Ψ𝑝𝑝(k)𝜌𝜌𝑘𝑘

𝑝𝑝(𝑓𝑓)
∞

𝑘𝑘=1

(1 − cos 𝑘𝑘ℎ)𝑚𝑚𝑚𝑚/2.           (12) 

Використовуючи формулу (7), запишемо 

𝑒𝑒𝑛𝑛−1(𝑓𝑓)𝑆𝑆𝑝𝑝 − �
𝜋𝜋
2
�
𝑝𝑝/2

2 �𝜌𝜌𝑘𝑘
𝑝𝑝(𝑓𝑓)

∞

𝑘𝑘=𝑛𝑛

cos 𝑘𝑘ℎ = 

= �
𝜋𝜋
2
�
𝑝𝑝/2

2 �𝜌𝜌𝑘𝑘
𝑝𝑝−2𝑚𝑚(𝑓𝑓)

∞

𝑘𝑘=𝑛𝑛

𝜌𝜌𝑘𝑘
2
𝑚𝑚(𝑓𝑓) (1 − cos𝑘𝑘ℎ).                                 (13) 

Застосувавши нерівність Гьольдера до правої частини рівняння (13), 
використовуючи (2) та (12), визначення модуля неперервності m-го порядку та 
зменшувальний характер функції  Ψ(𝑥𝑥), з рівняння (13) отримуємо 

𝑒𝑒𝑛𝑛−1(𝑓𝑓)𝑆𝑆𝑝𝑝 − �
𝜋𝜋
2
�
𝑝𝑝/2

2 �𝜌𝜌𝑘𝑘
𝑝𝑝(𝑓𝑓)

∞

𝑘𝑘=𝑛𝑛

cos 𝑘𝑘ℎ ≤ 

≤ �
𝜋𝜋
2
�
𝑝𝑝
2 2 �� 𝜌𝜌𝑘𝑘

𝑝𝑝(𝑓𝑓)
∞

𝑘𝑘=𝑛𝑛

�
1−2/𝑚𝑚𝑚𝑚

�� 𝜌𝜌𝑘𝑘
𝑝𝑝(𝑓𝑓) (1 − cos 𝑘𝑘ℎ)𝑚𝑚𝑚𝑚/2

∞

𝑘𝑘=𝑛𝑛

�
2/𝑚𝑚𝑚𝑚

≤ 

≤ �
𝜋𝜋
2
�
2
𝑚𝑚   Ψ

2
𝑚𝑚(𝑛𝑛) 𝑒𝑒 𝑛𝑛−1

𝑝𝑝−2/𝑚𝑚(𝑓𝑓)𝑆𝑆𝑝𝑝  �2 �
1

Ψ𝑝𝑝(k)𝜌𝜌𝑘𝑘
𝑝𝑝(𝑓𝑓)

∞

𝑘𝑘=𝑛𝑛

(1 − cos 𝑘𝑘ℎ)𝑚𝑚𝑚𝑚/2�
2/𝑚𝑚𝑚𝑚

 ≤  

≤
1
2

  Ψ
2
𝑚𝑚(𝑛𝑛) 𝑒𝑒 𝑛𝑛−1

𝑝𝑝−2𝑚𝑚(𝑓𝑓)𝑆𝑆𝑝𝑝   𝜔𝜔𝑚𝑚
2
𝑚𝑚(𝑓𝑓𝛽𝛽�

Ψ,ℎ)𝑆𝑆𝑝𝑝 .                                 (14) 
Інтегруючи рівняння (14) по змінній h в межах від 0 до 𝜏𝜏, дістаємо 

𝜏𝜏 𝑒𝑒 𝑛𝑛−1
𝑝𝑝 (𝑓𝑓)𝑆𝑆𝑝𝑝 ≤ �

𝜋𝜋
2
�
𝑝𝑝
2 2 �𝜌𝜌𝑘𝑘

𝑝𝑝(𝑓𝑓)
sin 𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑘𝑘

∞

𝑘𝑘=𝑛𝑛

+ 

+
  Ψ

2
𝑚𝑚(𝑛𝑛)
2

 𝑒𝑒 𝑛𝑛−1
𝑝𝑝−2𝑚𝑚(𝑓𝑓)𝑆𝑆𝑝𝑝 �   𝜔𝜔𝑚𝑚

2
𝑚𝑚(𝑓𝑓𝛽𝛽�

Ψ,ℎ)𝑆𝑆𝑝𝑝  𝑑𝑑ℎ
𝜏𝜏

0
.                         (15) 

У [3] було отримано рівняння 

max
𝑛𝑛𝑛𝑛≤𝑢𝑢

�
sin𝑢𝑢
𝑢𝑢

� =
sin𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑛𝑛𝑛𝑛

         �0 < 𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤
3𝜋𝜋
4
�  ,                         (16) 

Розділивши нерівність (16) на 𝜏𝜏 і враховуючи (7) та (16), отримуємо 
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𝑒𝑒 𝑛𝑛−1
𝑝𝑝 (𝑓𝑓)𝑆𝑆𝑝𝑝 ≤

sin𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑛𝑛𝑛𝑛

 𝑒𝑒 𝑛𝑛−1
𝑝𝑝 (𝑓𝑓)𝑆𝑆𝑝𝑝 +  

+
  Ψ

2
𝑚𝑚(𝑛𝑛)
2

 𝑒𝑒 𝑛𝑛−1
𝑝𝑝−2𝑚𝑚(𝑓𝑓)𝑆𝑆𝑝𝑝 �   𝜔𝜔𝑚𝑚

2
𝑚𝑚(𝑓𝑓𝛽𝛽�

Ψ,ℎ)𝑆𝑆𝑝𝑝  𝑑𝑑ℎ
𝜏𝜏

0
.                         (17) 

 Отже, з рівняння (17) одержуємо нерівність 

𝑒𝑒𝑛𝑛−1(𝑓𝑓)𝑆𝑆𝑝𝑝 ≤ Ψ(n) �
𝑛𝑛

𝑛𝑛𝑛𝑛 − sin𝑛𝑛𝑛𝑛
�
𝑚𝑚/2

�� 𝜔𝜔𝑚𝑚
2/𝑚𝑚(𝑓𝑓𝛽𝛽�

Ψ,ℎ)𝑆𝑆𝑝𝑝𝑑𝑑ℎ
𝜏𝜏

0
�
𝑚𝑚/2

.          (18) 

З рівняння (18) для довільного 0 < 𝜏𝜏 ≤ 3𝜋𝜋
4𝑛𝑛

 ми отримуємо верхню межу 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑓𝑓(𝑥𝑥)∈𝐿𝐿𝛽𝛽�

Ψ(𝑆𝑆𝑝𝑝)

𝑓𝑓(𝑥𝑥)≠𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑒𝑒𝑛𝑛−1(𝑓𝑓)𝑆𝑆𝑝𝑝

�∫ 𝜔𝜔𝑚𝑚
2/𝑚𝑚(𝑓𝑓𝛽𝛽�

Ψ,ℎ)𝑆𝑆𝑝𝑝𝑑𝑑ℎ
𝜏𝜏
0 �

𝑚𝑚/2 ≤ Ψ(n) �
𝑛𝑛

2(𝑛𝑛𝑛𝑛 − sin𝑛𝑛𝑛𝑛)�
𝑚𝑚
2

.             (19) 

Щоб отримати нижню межу, розглянемо функцію 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �2/𝜋𝜋   cos(𝑛𝑛𝑛𝑛), 

яка належить до класу 𝐿𝐿𝛽𝛽�
Ψ(𝑆𝑆𝑝𝑝). 

На основі (7) маємо 
𝑒𝑒𝑛𝑛−1�𝑓𝑓�𝑆𝑆𝑝𝑝 = 21/𝑝𝑝.                                                (20) 

Для �Ψ, 𝛽̅𝛽�-похідної функції 𝑓𝑓 
𝑓𝑓𝛽𝛽�
Ψ(𝑥𝑥) = �2/𝜋𝜋 Ψ−1(n)  cos(𝑛𝑛𝑛𝑛 +𝛽𝛽𝑘𝑘𝜋𝜋/2).  

Згідно з формулою (11) та визначенням модуля неперервності m-го 
порядку для 0 < 𝑡𝑡 ≤ 𝜋𝜋

𝑛𝑛
 можемо записати 

𝜔𝜔𝑚𝑚(𝑓𝑓𝛽𝛽�
Ψ,ℎ)𝑆𝑆𝑝𝑝 = 2

1
𝑝𝑝+

𝑚𝑚
2

1
Ψ(n) (1 − cos𝑛𝑛𝑛𝑛)

𝑚𝑚
2 ,                                (21) 

З (21) для 0 < 𝑡𝑡 ≤ 𝜋𝜋
𝑛𝑛
 отримуємо 

�� 𝜔𝜔𝑚𝑚
2/𝑚𝑚(𝑓𝑓𝛽𝛽�

Ψ,ℎ)𝑆𝑆𝑝𝑝𝑑𝑑ℎ
𝜏𝜏

0
�
𝑚𝑚/2

=
1

Ψ(n) 2
1
𝑝𝑝+

𝑚𝑚
2  (𝜏𝜏 −

1
𝑛𝑛

sin𝑛𝑛𝑛𝑛)
𝑚𝑚
2   .              (22) 

Тоді, враховуючи (20) та (22), остаточно одержимо 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑓𝑓(𝑥𝑥)∈𝐿𝐿𝛽𝛽�

Ψ(𝑆𝑆𝑝𝑝)

𝑓𝑓(𝑥𝑥)≠𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑒𝑒𝑛𝑛−1(𝑓𝑓)𝑆𝑆𝑝𝑝

�∫ 𝜔𝜔𝑚𝑚
2/𝑚𝑚(𝑓𝑓𝛽𝛽�

Ψ,ℎ)𝑆𝑆𝑝𝑝𝑑𝑑ℎ
𝜏𝜏
0 �

𝑚𝑚/2 ≥
𝑒𝑒𝑛𝑛−1�𝑓𝑓�𝑆𝑆𝑝𝑝

�∫ 𝜔𝜔𝑚𝑚
2
𝑚𝑚(𝑓𝑓𝛽𝛽�

Ψ,ℎ)𝑆𝑆𝑝𝑝𝑑𝑑ℎ
𝜏𝜏
0 �

𝑚𝑚
2

= 

= Ψ(n) �
𝑛𝑛

2(𝑛𝑛𝑛𝑛 − sin𝑛𝑛𝑛𝑛)�
𝑚𝑚
2

.                                        (23) 

З верхньої межі (19) та нижньої межі (23) випливає рівність (5). Теорема 
1 доведена. 
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Якщо Ψ(n) = 𝑛𝑛−𝑟𝑟 , 𝑟𝑟 ∈ ℤ+,   то з теореми 1 випливає наступний 
результат. 

Теорема 2. Нехай 𝑟𝑟 ∈ ℤ+  і 𝑛𝑛,𝑚𝑚 ∈ ℕ . Тоді для довільного 0 < 𝜏𝜏 ≤ 3𝜋𝜋
4𝑛𝑛

 
виконується рівність 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑓𝑓(𝑥𝑥)∈𝐿𝐿2�

𝑟𝑟

𝑓𝑓(𝑥𝑥)≠𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑛𝑛𝑟𝑟  𝑒𝑒𝑛𝑛−1(𝑓𝑓)𝐿𝐿2

�∫ 𝜔𝜔𝑚𝑚
2/𝑚𝑚(𝑓𝑓(𝑟𝑟),ℎ)𝐿𝐿2𝑑𝑑ℎ

𝜏𝜏
0 �

𝑚𝑚/2 = �
𝑛𝑛

2(𝑛𝑛𝑛𝑛 − sin𝑛𝑛𝑛𝑛)�
𝑚𝑚
2

. 

Результат Теореми 2 у певному сенсі узагальнює результат, отриманий 
Л. В. Тайковим для випадку m = 1 у статті [2] для довільного модуля 
неперервності m-го порядку (𝑚𝑚 ∈ ℕ). 

Висновки. Для функцій з класу 𝐿𝐿𝛽𝛽�
Ψ(𝑆𝑆𝑝𝑝)  (1 ≤ 𝑝𝑝 < ∞)  була знайдена 

точна константа в нерівності типу Джексона між значенням найкращого 
наближення 𝑒𝑒𝑛𝑛−1(𝑓𝑓)𝑆𝑆𝑝𝑝   функцій тригонометричними поліномами та модулями 
неперервності m-го порядку 𝜔𝜔𝑚𝑚(𝑓𝑓𝛽𝛽�

Ψ,ℎ)𝑆𝑆𝑝𝑝  у просторі 𝑆𝑆𝑝𝑝.  З отриманого 
результату випливає твердження, яке в певному сенсі узагальнює результат, 
отриманий Л. В. Тайковим для m = 1 у просторі 𝐿𝐿2  для довільного модуля 
неперервності m-го порядку 𝜔𝜔𝑚𝑚(𝑓𝑓(𝑟𝑟), ℎ)𝐿𝐿2  𝑚𝑚 ∈ ℕ. Отриманий результат може 
бути використаний в теорії сигналів для оцінки якості відновлення сигналу з 
його часткових або періодичних зразків. 
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